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Gaz multicomposants - diffusion

Mouvement et diffusion de gaz multicomposants

Trois vitesses diffØrentes à dØ�nir
v: vitesse du mØlange par rapport au �labo�
vk: vitesse de l’espŁce k par rapport au �labo�
Vk: vitesse de l’espŁce k par rapport au �mØlange�
(diffusion)

Nous avons Vk = vk � v

Trois �ux de masse peuvent Œtre dØ�nis
�v = g: �ux de masse total du mØlange.
�kvk = gk: �ux de masse de l’espŁce k.
�kVk = Jk: �ux de diffusion de l’espŁce k.
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Gaz multicomposants - diffusion

Mouvement et diffusion de gaz multicomposants

Le �ux de masse de l’espŁce k au �ux de diffusion de k

plus son �ux de masse transportØ par le mØlange.

mixture convection

diffusive flux
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Gaz multicomposants - diffusion

Mouvement et diffusion de gaz multicomposants

Flux de masse de l’espŁce k

gk = �kvk = Jk + Yk�v

Le �ux de masse total du mØlange (somme des �ux de
masse des espŁces)

g = �v =
X

�kvk =
X

�kVk + v
X

�k

g =
X

�kVk + �v

avec
X

�kVk =
X

Jk = 0
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Gaz multicomposants - diffusion

Mouvement et diffusion de gaz multicomposants

Le �ux de masse de l’espŁce n’est pas son �ux de
diffusion

La somme des �ux de diffusion est nulle
P

�kVk = 0

La somme des vitesses de diffusion est non-nulle
P

Vk 6= 0

Loi de Fick :

Jk;i = ��Dk
@Yk

@xi
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Flux de Stefan - introduction

Interface liquide gaz

Dans le cas d’un Øcoulement monocomposant, on sait
qu’au niveau d’une surface inerte, la vitesse du gaz est
nulle.

Ce n’est plus vrai dans le cas des Øcoulements rØactifs
multicomposants. Chaque espŁce a un �ux de diffusion
prŁs de la surface et interagit avec les autres espŁces.

De plus, l’Øvaporation et/ou une rØaction chimique
mŁnent à un �ux de masse total à la surface. Ce �ux est
appelØ Flux de Stefan .
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Flux de Stefan - liquide/gaz

Exemple 1 : Evaporation de l’eau dans l’air
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J. Réveillon - Université de Rouen - reveillon@coria.fr � p.7/94



Flux de Stefan - liquide/gaz

Le taux d’Øvaporation n’est pas uniquement dØterminØ
par la diffusion molØculaire de vapeur à la surface
dØ�nie par

J1s = ��D

�

@Y1

@y

�

s

Sachant que
�

@Y1

@y

�

s
< 0, nous avons donc J1s > 0

et, du fait que Y1 + Y2 = 1,
�

@Y2

@y

�

s

= �

�

@Y1

@y

�

s

> 0

et J2s = J1s < 0
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Flux de Stefan - liquide/gaz

Il y a donc un �ux de diffusion d’air vers la surface.
Cependant, seule le liquide s’Øvapore et la surface ne
relache ni absorbe de l’air. Le �ux total de ce dernier doit
donc Œtre nul.

Le �ux net total de masse à la surface, est Øgal à �svs. Il
est divisØ en deux parties

g1s = J1s + Y1s�svs

g2s = J2s + Y2s�svs

Or nous venons de prØciser que le �ux d’air à la surface

est nul: g2s = ��D
�

@Y2

@y

�

s
+ Y2s�svs = 0
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Flux de Stefan - liquide/gaz

Nous avons donc pour le �ux de vapeur d’eau :

g1s = ��D

�

@Y1

@y

�

s

+ Y1s�svs

= �D

�

@Y2

@y

�

s

+ Y1s�svs

= (Y1s + Y2s) �svs

= �svs

�ux de masse total = �ux de vapeur g1s = �svs

Le �ux de diffusion est donc Øgal à

��D

�

@Y1

@y

�

s

= �svs (1 � Y1s)
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Flux de Stefan - liquide/gaz

Conclusions

Le taux d’Øvaporation de l’eau est le �ux de masse total
de vapeur d’eau quittant la surface mais n’est pas le seul
�ux de diffusion.

Le �ux de masse total de vapeur est Øgal à son �ux de
diffusion plus le �ux portØ par la convection du mØlange
de gaz.

Le taux d’Øvaporation est Øgal au �ux de masse total à
la surface. C’est donc le �ux de Stefan : �svs.
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Flux de Stefan - solide/gaz

Exemple 2 : Combustion du charbon dans l’oxygŁne

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
PSfrag replacements

Ypr Yox

JprJox

oxygŁne

charbon
combustion

y
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Flux de Stefan - solide/gaz

Pour simpli�er : une seule rØaction à la surface :
C + O2 �! CO2

12 kg 32 kg 44 kg

La surface est du carbone C. Au contact de l’oxygŁne
O2, nous avons une production de CO2 et donc un
mØlange de O2 et CO2.

JO2;s = ��D
�

@YO2

@y

�

s

JCO2;s = ��D
�

@YCO2

@y

�

s

et
X

Yk = YO2
+ YCO2

= 1
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Flux de Stefan - solide/gaz

A nouveau, nous avons JO2;s = �JCO2;s

�

@YO2

@y

�

s

= �

�

@YCO2

@y

�

s

Le �ux de masse à la surface donne

gO2;s = �
32

44
gCO2;s

La production de 1 kg de produit nØcessite 32=44 kg

d’oxydant.
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Flux de Stefan - solide/gaz

On a donc

gO2;s = ��D
�

@YO2

@y

�

s
+ YO2;s�svs

gCO2;s = ��D
�

@YCO2

@y

�

s
+ YCO2;s�svs

Rappel :
P

gk;s = �svs

gO2;s �
44

32
gO2;s = �svs

et donc

�svs = �
44

32
gO2;s = gC;s
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Flux de Stefan - conclusions

Conclusions

Dans les deux exemples, le �ux de Stefan est positif (de
la surface vers le gaz). Il peut dans certain cas Œtre
nØgatif.

Conditions suf�santes pour l’apparition d’un �ux de
Stefan:

Existence d’un processus physique ou chimique à la
surface
Diffusion multicomposante depuis ou vers la surface
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Evaporation d’une goutte - Inerte

PrØsentation du problŁme

Soit une gouttelette sphØrique de diamŁtre a et de rayon
� = a=2.

Cette goutte est plongØe dans un gaz au repos dont les
quantitØs dites ‘à l’in�ni’ sont �xØes (fraction massique
des espŁces, tempØrature, pression).

En fonction de ces propriØtØs, un processus de transfert
de masse et d’Ønergie entre la surface de la goutte et
l’atmosphŁre va s’Øtablir : la goutte, chauffØe par la
tempØrature ambiante, va s’Øvaporer.

J. Réveillon - Université de Rouen - reveillon@coria.fr � p.17/94



Evaporation d’une goutte - Inerte

Objectifs

Trouver les lois d’Øvaporation de la gouttelette

Remarque : Le problŁme est sphØrique mais peut se
ramener à une seule dimension : r, axe partant du
centre de la goutte et normal à sa surface.

. Film theory : Soit une goutte dans une atmosphŁre au
repos. Nous allons dØ�nir une Øpaisseur de diffusion
des espŁces chimiques (�Y ) et de la tempØrature (�T ).
Au delà de ces distances, les propriØtØs du �uide dites ‘à
l’in�ni’ s’appliquent. Y (�Y ) = Y1 T (�T ) = T1
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Film theory

PSfrag replacements

�

�T

�Y

Y = Y1

T = T1

r
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Equations 1D

Dans une premiŁre approche, la goutte est supposØe
alimentØe en son centre en liquide et donc, son rayon �

demeure constant.

Les Øquations de transport du gaz sont appliquØes le
long de la direction r donnant l’Øvolution des quantitØs
variables (Y; T ) entre �, le rayon de la goutte et (�Y ; �T )

l’Øpaisseur des couches limites. HypothŁse : �D = cte

Il s’agit des equations classiques de la mØcanique des
�uides mais exprimØes dans un repŁre sphØrique.
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Equations 1D

Conservation de la masse

4��vr2 = 4��svs�
2 = constante (1)

Vapeur de liquide

�vr2dYF

dr
=

d

dr

�

�r2D
dYF

dr

�

(2)

TempØrature du gaz

�vr2dCpT

dr
=

d

dr

�

r2�
dT

dr

�

(3)

J. Réveillon - Université de Rouen - reveillon@coria.fr � p.21/94



Evaporation d’une goutte - Inerte

Conditions aux limites

Vapeur de liquide
8

>

>

>

<

>

>

>

:

YF = YF;1 pour r = �Y ;

YF = YF;s pour r = �;

�svs = ��sDs

�

dYF

dr

�

s

+ �svsYF;s pour r = �:

TempØrature du gaz
(

T = T1 pour r = �T ;

T = Ts pour r = � :
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Conditions aux limites

Transferts de chaleur : Le rayonnement thermique n’est
pas pris en compte. Les transferts de tempØrature
s’effectuent par conduction et convection soit :

�

�

dT

dr

�

s

= hc (T1 � Ts)

Une partie de la chaleur qui atteint la goutte permet
l’Øvaporation du liquide (Lv). L’autre partie chauffe la
phase liquide (Ql).

hc (T1 � Ts) = �svsLv + Ql=�a2

Les modŁles les plus simples postulent: Ql = 0.
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Changement de variable

Introduction du paramŁtre de Spalding :

b =
YF

YF;s � 1

b = b(r) est le ratio entre la fraction massique de fuel en
tout point r et la fraction massique des espŁces autres
que F .

Il s’agit à prØsent de rØØcrire le systŁme d’Øquations.
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Changement de variable

Nouveau systŁme d’Øquations
8

>

>

<

>

>

:

�vr2 db

dr
=

d

dr

�

r2�D
db

dr

�

�vr2dCpT

dr
=

d

dr

�

r2�
dT

dr

�

Conditions aux limites
8

>

<

>

:

r = �Y : b = b1

r = � : b = bs ;

vs = Ds

�

db
dr

�

s

8

>

<

>

:

r = �T : T = T1

r = � : T = Ts

�
�

dT
dr

�

s
= hc (T1 � Ts)
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Evaporation d’une goutte - Inerte

IntØgration (�vr2 = �svs�
2)

8

>

<

>

:

�svs�
2b = r2�D

db

dr
+ C

�svs�
2CpT = r2�

dT

dr
+ C

Avec les conditions aux limites
8

>

<

>

:

�svs�
2 (b � bs + 1) = r2�D

db

dr

�svs�
2Cp

�

T � Ts + hc(T1�Ts)
�svsCp

�

= r2�
dT

dr
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Evaporation d’une goutte - Inerte

On arrange les Øquations :
8

>

>

>

<

>

>

>

:

�svs�
2

�D

dr

r2
=

db

b � bs + 1
�s�

2vsCp

�

dr

r2
=

dT
�

T � Ts + hc(T1�Ts)
�svsCp

�

On intŁgre de nouveau
8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

�svs�
2

�D

�

1

r
�

1

�Y

�

= ln

�

b1 � bs + 1

b � bs + 1

�

�svs�
2Cp

�

�

1

r
�

1

�T

�

= ln

0

@

T1 � Ts + hc(T1�Ts)
�svsCp

T � Ts + hc(T1�Ts)
�svsCp

1

A
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Et �nalement :
8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

�svs�
2

�D
=

r�Y

�Y � r
ln

�

b1 � bs + 1

b � bs + 1

�

�svs�
2Cp

�
=

r�T

�T � r
ln

0

@

T1 � Ts + hc(T1�Ts)
�svsCp

T � Ts + hc(T1�Ts)
�svsCp

1

A

Flux de masse, en r = � :
8

>

>

<

>

>

:

�svs�
2 = �D�

�Y

�Y � �
ln (b1 � bs + 1)

�svs�
2 =

��

Cp

�T

�T � �
ln

�

�svsCp

hc
+ 1

�
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Nombres de transfert
8

>

<

>

:

Spalding massique BM = b1 � bs =
YF;s � YF;1

1 � YF;s

Spalding thermique BT =
�svsCp

hc

Nombres convectifs
8

>

<

>

:

Sherwood convectif Shc = 2
�Y

�Y � �

Nusselt convectif Nuc = 2
�T

�T � �
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Le taux d’Øvaporation Wv (kg=s) de la goutte est dØ�ni
par

Wv = 4��svs�
2

Nous avons donc (diamŁtre a = 2�) :
8

<

:

Wv = ��DaShc ln (BM + 1)

Wv = �
a�

Cp
Nuc ln (BT + 1)

L’ØgalitØ, nØcessaire, implique

BT = (BM + 1)

Shc

Nuc

Pr

Sc � 1
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Note : nombre de transfert thermique
BT peut aussi s’Øcrire :

BT =
�svsCp (T1 � Ts)

hc (T1 � Ts)

BT =
WvCp (T1 � Ts)

WvLv + Ql

soit,

BT =
Cp (T1 � Ts)

Lv + Ql=Wv
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Note : Øchauffement de la goutte
Exprimons le coef�cient de convection en fonction du dØbit
massique de l’espŁce à la surface de la goutte
Wv = 4��s�

2vs. Lorsque r = �, alors,

�svsCp

hc
+ 1 = exp

�

WvCp

2���Nuc

�

d’oø

hc =
WvCp
�a2

exp
�

WvCp
�a�Nuc

�

� 1
=

WvCp
�a2

BT
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Note : Øchauffement de la goutte
or le nombre de Nusselt de la goutte est dØ�ni par

Nu =
hca

�
= Nuc

ln (BT + 1)

BT

La dØtermination de Ql est alors immØdiate :

Ql = �a�

�

Nu (T1 � Ts) �
Lv

Cp
Nucln (BT + 1)

�
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Note : Øchauffement de la goutte
Soit

Ql = �a� ln (BT + 1) Nuc

�

(T1 � Ts)

BT
�

Lv

Cp

�

et donc

Ql = Wv

�

Cp (T1 � Ts)

BT
� Lv

�
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Note : mouvement convectif

Un eventuel mouvement convectif autour de la goutte
modi�e les Øpaisseurs de diffusion �Y et �T .

Lorsque l’atmosphŁre est au repos, alors �Y ; �T �! 1 et
les nombres de Sherwood et de Nusselt classiques dans
un milieu au repos apparaissent : Shc = Nuc = 2.

Lorsque la goutte est en mouvement, des corrections
empiriques issues de l’expØrience ou de calculs
analytiques sont employØes. Ces corrections seront
prØsentØes dans la partie concernant le mouvement des
particules.

J. Réveillon - Université de Rouen - reveillon@coria.fr � p.35/94



Evaporation d’une goutte - Inerte

Note : dØtermination du nombre de transfert BM

Une premiŁre possibilitØ est de considØrer le nombre de
transfert comme Øtant constant.

Cette solution est souvent employØe pour les calculs
analytiques (simpli�cation des Øquations) ou
industriels (vitesse de calcul).
Elle demeure proche de la rØalitØ si les variations de
tempØrature, pression et fraction massique de vapeur
restent faibles loin de la goutte.
Elle mŁne à la loi du �diamŁtre au carrØ�: la surface
de la goutte dØcroit linØairement avec le temps.
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Evaporation d’une goutte - Inerte

Note : dØtermination du nombre de transfert BM

Loi du �diamŁtre au carrØ�
Evolution de la masse de la goutte :

dm

dt
= �Wv = ���DaShc ln (BM + 1) = �d

�

4
a
da2

dt

Evolution de la surface de la goutte :

da2

dt
= 4

�D

�d
Shc ln (BM + 1)

Si BM = cte, nous avons donc
da2

dt
= constante
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